Wolfhard Zahlten

Vorlesungsreihe:

Numerische Methoden im Bauingenieurwesen

MBING-4.3.11 Nichtlineare Berechnungsverfahren

Vorlesung 8

Plastizitat
Die klassische Plastizitatstheorie
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Vorbemerkung

Die Materialmodellierung inelastischer Werkstoffe stellt ein grofl3es und komplexes Gebiert dar.
Fur eine halbwegs erschopfende Behandlung wtrde man leicht ein ganzes Semester mit Stoff
fullen kénnen, ohne in nicht relevante Bereiche abzuschweifen. Es gibt ganze Blicher, die sich auf
hunderten von Seiten ausschlie3lich der Plastizitatstheorie widmen.

Wir haben an dieser Stelle nicht so viel Zeit — das Thema Plastizitatstheorie stellt nur den
Abschluss dieser Lehrveranstaltung dar, die sich primar mit geometrischer Nichtlinearitat und
den damit verbundenen Phanomenen und notwendigen Algorithmen beschaftigt. Somit sind die
Ziele hier durchaus bescheiden. Es geht nur darum, einen Einblick in die Konzepte, die bei der
Formulierung von inkrementellen Materialgesetzen zum Tragen kommen, zu geben.

Damit bleiben wir an der Oberflache und sparen zahlreiche an sich wichtige Aspekte aus. Alles,
was im Folgenden entwickelt wird, stellt mittlerweile klassisches Wissen dar. Nichts stammt vom
Verfassen, auch wenn auf die Angabe der Quellen, in denen die urspringlichen Ideen entwickelt
wurden, verzichtet wird.

Der interessierte Teilnehme sei an die einschlagige Literatur verwiesen. Der Verfasser empfiehlt
aus rein subjektiver Sicht das folgende Buch: Herbert A. Mang & Gunter Hofstetter:
»Festigkeitslehre®, 4. erweiterte Auflage, Springer Vieweg 2013.
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Beispiel: Versuch im IKIB der BUW
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Beobachtung im Versagenszustand

Kurz vor dem Reil3en der Probe
kommt es zu einer Einschnirung.
Die plastischen Dehnung quer zur
Belastungsrichtung sind  von
gleicher  GréRenordnung  wie
- diejenigen in Langsrichtung. Im

plastischen Versagenszustand
liegt also immer ein 3D-
Spannungszustand vor. Damit
mussen  unsere  nichtlinearen
Werkstoffgesetze  grundsatzlich
raumlich formuliert werden.
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Was wissen wir?

Einfach durchzufthren sind einaxiale Zug-
versuche, aus denen einaxiale Spannungs-
Dehnungs-Kurven resultieren. Ein typisches
Versuchsergebnis sehen wir links. Auffallend
ist das nahezu linear-elastische Verhalten bis
zum Erreichen einer kritischen Spannung, der
FlielRgrenze op. Danach flacht die Kurve stark
ab, zeigt aber trotzdem (eventuell nach einem
fast horizontalen Bereich) einen weiteren An-
stieg.
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Einschnurungsbeginn

Bruch

, Das Diagramm zerfallt also in einen elasti-
Ao | schen und einen post-elastischen Bereich. Ent-
Re | lastet man aus dem post-elastischen Bereich,
" gewinnt das Material seinen urspringlichen
E-Model zurick - die Entlastung verlauft
»| Wieder elastisch. Nach vollstandiger Ent-
A, A'\ F'\ e [%] || lastung verbleibt eine dauerhafte ,,plastische*
! Dehnung. Deshalb heil3t der post-elastische

By Smily1306, CC BY-SA 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=6923873 BGFGICh aUCh eIaStO_pIaStISCher BeI’EICh.
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Was wissen wir noch?

Bei einer elastischen Verformung wird potentielle Energie im Material gespeichert. Diese ergibt
sich aus der Arbeit, die die Spannungen mit den \erzerrungen leisten. Das elastische

Gesamtpotential & ergibt sich zu:

c = E¢ | ) nzj‘c(E)dE:jEEdE:%Esz —> (;—R:Ez-::cs
£
0 0
1 e (e f1_ 11 dn” 1
= — = d :I— d = — 2 — —
£ EG‘TC .!AS(G)G OEGG 2E(‘5 ‘dcy Eg g

Wir stellen fest:
« Das Potential hdngt quadratisch von der Verzerrung bzw. der Spannung ab.
« Die Ableitung des Potentials nach der Spannung liefert die Verzerrung und umgekehrt.
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Was wissen wir noch?

Im einaxialen Fall stellen unsere mechanischen Variablen (Krafte, Verformungen, Dehnungen,
Spannungen) skalare Variablen dar. Das bedeutet, dass sie durch jeweils einen einzigen
koordinatensystemunabhangigen Zahlenwert definiert werden.

Im mehrdimensionalen Fall reicht ein einziger Zahlenwert nicht aus. Die Variablen sind durch
Tensoren oder Vektoren (Sonderfall eines Tensors 1. Stufe) gegeben und bendtigen zu ihrer
Beschreibung mehrere Komponenten.

Kraftvektor Spannungstensor
FX Gxx ny ze
F = F =
y G=|0,, O vz
L FZ _ _sz Gzy cyzz i

Die Komponenten dieser Variablen hoéherer Stufe sind jedoch abhangig von dem gewahlten
Koordinatensystem. Innerhalb der Tensorrechnung gibt es Regeln, wie sich Tensorkomponenten

l |l||:
u
NN

bei Koordinatentransformationen verhalten. Darauf gehen wir hier nicht naher ein.
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Ruckblende:
Elastostatik, ebener Spannungszustand

Transformationsregeln fiir den ebenen Spannungszustand
1 1

Oy :E(GXX +GW)+§(GXX —csyy)COSZ([>+chy sSin 2¢ 7
- . O, =—§(GXX —-c,,)SIN2¢+0,, COS2¢
Oy = 2 (0 tOy) 2 (6, —0,,)C0S2¢0—0,, SIN2¢
Situation 1: Ausgangslage Situation 2: ¢= 30° Situation 3: ¢=54.2175°
c,, = 10.0000 o = 25.4904 ¢, = 30.8114
c,, = 20.0000 o,y = 4.5096 6,, = -0.8114
c,, = 15.0000 o, = 11.8301 o, = 0.0000
Summe o, Summe o, Summe o,
o, * o, = 30.0000 o + ¢,, = 30.0000 6,; + 6,,= 30.0000
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Invarianten

Die Komponenten des ebenen Spannungstensors andern sich bei Drehung des Koordinaten-
systems. Die Summe der beiden Hauptspannungen ist hingegen fur alle Koordinatensysteme
gleich. Eine derartige koordinatenunabhangige GroRe nennen wir eine Invariante. Eine
Invariante stellt offensichtlich einen Skalar dar.

Das gleichzeitge Zusammenwirken aller Spannungskomponenten kann zur Plastizierung des
Materials fuhren. Dieses ist als physikalischer Vorgang nicht vom Koordinatensystem abhangig.
Es ware offensichtlich Unsinn, wenn das Material in einem KS plastisch wiirde, in einem anderen
jedoch elastisch bliebe. Da die Komponenten jedoch in jedem Koordinatensystem andere Werte
annehmen, kann die Entscheidung Uber die Plastizierung nicht anhand einzelner Spannungs-
komponenten erfolgen. Geeignet sind jedoch invariante GrofRen, da diese in jedem KS den
gleichen Wert annehmen.

Somit stellt sich die Frage, wie viele Invarianten z.B. der Spannungstensor besitzt und wie man
diese berechnet. Mit diesen Invarianten kann man dann eine ebenfalls invariante Funktion
definieren, deren Wert dann mit der einaxialen Festigkeit o verglichen werden kann. Fir die
weitere Betrachtung ist die Einstein ‘sche Summenkonvention hilfreich.
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Indizierte Variablen - Tensorkomponenten

Ein Vektor wird durch seine 3 Vektorkomponenten definiert; zur Festlegung des Spannungszu-
standes bendtigen wir bereits 9 Spannungskomponenten (wegen der Symmetrie sind nur 6
unterschiedlich, aber es existieren formal alle 9). Ein Materialtensor (4 Indizes) wird durch 81
Komponenten beschrieben. Zur kompakten Darstellung verwenden wir indizierte Variablen. Der
Name der Variablen beschreibt ihren Inhalt, also ¢ flr eine Spannung, und die Indizes legen fest,
wie viele Komponenten die die Variable enthalt.

Vektorkomponenten: Stufe 1 Spannungen & Verzerrungen: Stufe 2
FiV i &;
Materialtensor: Stufe 4 Kronecker-Delta 1 0 0O
E. 5;=|0 1 0O
Ijkm
0 0 1
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Die Einstein‘sche Summenkonvention

Raumlicher VVektor

FZFXiX+Fyiy+inz =) | F =Rl +F, + Fl| ) F=FRd,

Die Einstein‘sche Summenkonvention besagt, dass tber gleiche Indizes von 1 bis 3 zu summieren
ist. Damit schrumpfen ausgeschriebene Summen ohne Verwendung des Summensymbols X zu
einem kompakten Ausdruck zusammen. Ein Summenindex wird als stummer Index bezeichnet.

Materialgesetz

c511 = E1111811 + E1112812 + E1113813 + E1121821 Tt E1133833

o.. = E e ‘ o.=FE. ¢ Diese superkompakte Darstellung beschreibt 9

11 Likm ~km ' Jkm kM | | Gleichungen (alle Kombinationen von i und j),
wobei jede Gleichung 9 Summanden enthalt
(alle Kombinationen von k und m)
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Invariante eines Tensors 1. Stufe

die Invariante der Tensorkomponenten 1. Stufe dar.

Tensoren 1. Stufe treten als Vektorkomponenten auf. Einen Vektor konnen wir uns als Pfeil im
Raum visualisieren. Dieser Pfeil ist, wenn wir ihn zeichnen, immer gleich, egal in welchem KS wir
die Komponenten ausdricken. Damit ist der Vektor als abstrakte Grof3e invariant und als Folge
auch seine Lange. Diese Lange lasst sich mittels der Komponenten ausdriicken und stellt damit

Raumlicher Vektor Skalarprodukt = Quadrat der Lange

F=Fl, +Fl, +Fl,| =mp|F-F = (Fi, + Fi, + Fi,) - (Ri, + Ki, + Fi,)

U

Die Basisvektoren = |ii, =5, = F-F=FFi.i, jm=)

sind orthonormiert!

Das Skalarprodukt fuhrt dazu, dass alle Indizes zu stummen Indizes
werden und wir keinen Index Ubrig behalten. Alle Indizes werden
Lwegsummiert“. Als Ergebnis erhalten wir einen Skalar, welcher per
Definition invariant ist. Operationen der Tensorkomponenten
untereinander oder mit dem Kronecker-Delta liefern damit Invarianten.

F-F=FFRo,

U

F-F=FF
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Beispiel: Virtuelle Arbeiten

Arbeit bzw. Energie sind koordinatenunabhangig von damit Skalare. Also muss die Definition
der virtuellen Arbeit als das Produkt von Kraftgrofe mit zugeordneter virtueller Weggrofie
Ausdriicke ergeben, welche nur stumme Indizes erhélt. Die Summation Uber die stummen
Indizes liefert dann den Wert der virtuellen Arbeiten.

AuRere virtuelle Arbeit

P =Pi||8V =8V,i,|==p |5SW = P-3V = P3V,5, =P3V,

Innere virtuelle Arbeit

Die Spannungskomponenten leisten Arbeit mit den zugeordneten Verzerrungskomponenten. Es
wird Uber alle Komponenten addiert.

SW:GU-SSU- ‘ oW = EIJ mo m68-- - Gij — Elj m8 m
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Invarianten von Tensoren 2. Stufe

Wir konnen uns einen raumlichen Tensor 2. Stufe t; als 3x3-Matrix darstellen. Eine solche

Matrix besitzt drei Eigenwerte. Analog besitzt der Tensor drei Invarianten: eine lineare, eine
quadratische und eine kubische Invariante.

Lineare Invariante

T1 — tij6ij =1;

Quadratische Invariante

1 1
T1 = EtiktimSjKSim — Etijtij

Kubische Invariante

1
1= gtijti tj
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Invarianten des Spannungstensors

Die Invarianten des Spannungstensors werden mit | bezeichnet. Die beiden ersten Invarianten
konnen hinsichtlich ihrer mechanischen Bedeutung interpretiert werden. Sie sind fur die
klassische Plastizitatstheorie von Bedeutung.

Lineare Invariante

. =c.0.. =c..| | Teilt man die 1. Invariante durch drei, erhalt man die mittlere
! nu "] | Normalspannung. Diese korrespondiert zu einem sog. ,,hydrostatischen*
Spannungszustand, der unter Wasser wirken wurde, wo ein allseitig
identischer Druck herrscht.

Quadratische Invariante

1 Die 2. Invariante hangt quadratisch von den Spannungen ab und &hnelt
|1 = ~0;0j damit dem Gesamtpotential. Fir Energiebetrachtungen ware damit I,
geeignet.
4ELy - |
2 MeNUM
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Plastische Inkompressibilitat

Die Gesamtverzerrungen konnen in L&angen-
anderungen und Winkelanderungen aufgespalten
werden. Aus den L&ngenanderungen resultiert die
Volumenanderung (Dilatation).

Metallatome sind in einem dichtgepackten Gitter
angeordnet, wie rechts gezeigt (dort dargestellt ist
NaCl, aber es geht hier ums Prinzip). Es zeigt sich,
dass Metalle zwar eine elastische Volumenanderung
erleiden konnen, aber keine plastische. Man konnte
einen Metallwtrfel bis auf den Grund des Marianen-
grabens absenken, ohne dass irgendwelche
plastischen Effekte sichtbar werden. Das bedeutet: By Benjah-bmm27 (talk - contribs) - Own work, Public Domain,
ein hydrostatischer Spannungszustand trégt nicht https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=702423

zur Plastizierung bei.

Damit musste man diesen hydrostatischen Anteil aus
der Betrachtung entfernen. Das fihrt auf die Defini-
tion des sog. Spannungsdeviators, der den um den
hydrostatischen Anteil bereinigten Spannungszu-
stand enthalt
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Der Spannungsdeviator

Jeder Tensor 2. Stufe kann in einen deviatorischen und einen kugelsymmetrischen Anteil

aufgespalten werden.  Der kugelsymmetrische Anteil entspricht bei den Spannungen dem
hydrostatischen Spannungszustand pj;.

Mittlere Spannung | | Hydrostatischer Anteil Spannungsdeviator
1 'p 0 O] , 1
p==1, ) P _Gij:Gij__|16ij
3 P = 0 p 0|= pSij 3

0 0 p|

Die Invarianten des Spannungsdeviators werden mit J anstelle von 1 bezeichnet. Durch
Entfernen des hydrostatischen Anteils gilt: J, = 0.

Quadratische Invariante J, des Spannungsdevators Jl
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FlieBbedingung nach von Mises |

Die klassische Plastizitatstheorie geht davon aus, dass bis zum Erreichen eines bestimmten
Grenzzustandes ein rein linear-elastisches Verhalten vorliegt. Der Grenzzustand ist durch eine
Grenz-funktion f, die sog. FlieRbedingung, beschrieben. Diese FlieRbedingung darf nur eine
Funktion von Invarianten sein, damit ihre Aussage koordinateninvariant wird. Neben den
Spannungen hangt die FlieBbedingung von Parametern k,, ab, die materialspezifisch sind und
zusatzlich von den bisherigen plastischen Verzerrungen abhéangen kénnen.

Allgemeiner Fall Metallplastizitat

f=1(l,1,, 15, ky) =0|mm) | =(J,,J;,k,)=0

Die noch heute im Stahlbau gebrauchliche Flielibedingung geht auf Richard von Mises (Richard
Edler von Mises (* 19. April 1883 in Lemberg; 1 14. Juli 1953 in Boston) zurick. Er nahm an,
dass Plastizitdt bei Erreichen einer kritischen Grenze der gespeicherten elastischen Energie
eintritt. Da die 2. Invariante des Spannungsdeviators aufgrund ihrer quadratischen Abhangigkeit
von der Spannung ein Mal} fur die Verzerrungsenergie ist, basiert die von-Mises-FlielRbedingung

l |l||:
lll \
o

)
\&\\\\
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nur auf J,, man spricht auch von einer J,-Fliefbedingung.
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FlieBbedingung nach von Mises I

Fliel3en tritt ein, wenn J, einen Kkritischen Wert erreicht. Beim einaxialen Spannungszustand ist
der kritische Wert durch die Fliel3grenze o gegeben. Im mehraxialen Fall nennen wir den
kritischen Wert zunéchst k. Dieser muss so bestimmt werden, dass sich der einaxiale Sonderfall
korrekt ergibt.

Ansatz
f=J,-k’=0
E|na>_<|aler Zustar_ld g o 0 0
g, 0 O .
;= 0 0 O|==|l,=c,|/=c;=| 0 ~3%% 0
O 0O
- - 0 0 —EGXX
i 3 7
" N~ |
= Menum
Y =
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FlieBbedingung nach von Mises I

Wir berechnen die 2. Invariante J, fur den einaxialen Zustand.

1 11 1
J, :E{ O+ 00| Em ], :§§G§X{4+1+1} =§G§X

Im FlieBpunkt nimmt o,, den Wert o an. Flieibedingung nach von Mises

1, R
J, = of| == ), =20 =k -’k—icpq f=Jz_%G§=O

: 3

In der Praxis ist es glnstiger, mit der physikalischen Vergleichsspannung nach von Mises
Flieigrenze o zu rechnen als mit dem daraus

abgeleiteten Wert k. Das fuhrt auf die Definition einer
’ Oy =+/3J,

»}i\*
W
N\

N

0
A

Vergleichsspannung o, die dann direkt mit o
Mmenum

verglichen werden kann.
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Vergleichsspannung im Stahlbau

Beim Nachweis von Blechen im Stahlbau liegt ein ebener Spannungszustand vor. Fur diesen wird
der Spannungsdeviator und aus diesem die Vergleichsspannung berechnet.

Biaxialer Zustand [ 2 1
—0,, ——GC T 0
— — 3 XX 3 yy Xy
Oyx Xy 0 y) 1

Gij = Txy ny 0 ‘ Il = Oy +ny ‘G;j = Txy §ny _gsxx 0

. 00 0 0 —EG —EG

i 3 XX 3 yy_

Vergleichsspannung nach von Mises
c.=3], = 3%{0)20( + Gf,y +0°, + Zfiy} = g%{&six + GGf,y — GGXXGW} + g 21)2<y

Das ist die bekannte Formel aus Lehrbiichern

!

i
\\ N\

R\

W
i

2 2 2
SV ‘\/Gxx T Oy ~O0xOyy + 3’ny oder den Stahlbaunormen.
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Interludium: Eigenschaft des Gradienten

Ya Die Steigung einer Funktion wird durch deren

Y= y(X) Ableitung beschrieben. Mit ihr kann der Tan-
: t gentenvektor t festgelegt werden.

Der funktionale Zusammenhang y=y(x) kann
auch implizit dargestellt werden.

f(x,y)=y-y(x)=0

Der Gradient grad f der Funktion f ist der Vektor mit den beiden partiellen Ableitungen.

o) |2y Der Gradi h krech
v N/ Av ' t steht senkrecht
P oy OX y er Gradien |
gradf = — :{ } radf - t=—-v-1+1-V =0 auf der Tangente t und ist
ﬂ ﬂ 1 »g Y Y » damit identisch zur Nor-
| oy oy malen n.
%5y - '
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Was geschieht nach Erreichen des FlieBpunktes?

ElieRflache Wir starten von einem Null-Zustand und bringen
eine Verzerrungsgeschichte auf. Die zugehorige
Spannungsgeschichte ergibt sich aus dem elastischen
Materialgesetz. Dann erreichen wir die Fliel3flache.

Bis jetzt sind keinerlei plastische Verzerrungen
v\ entstanden.
elastischer Bereich \ An dieser Stelle gibt es fiur ein weiteres

Spannungsinkrement, als blaue Pfeile dargestellt,
drei Mdglichkeiten.

* Der inkrementelle Spannungsvektor zeigt von der Flieflache zurlck in den elastischen
Bereich. Das ware eine Entlastung, die vollstandig elastisch ablaufen wirde.

Der inkrementelle Spannungsvektor verlauft tangential zur Flie3flache. Dann wandert der
Punkt auf der Fliel3flache. Man spricht von einer neutralen Spannungsdnderung, die ebenfalls
elastisch ablauft und damit keine plastischen Verzerrungen erzeugt. Allerdings ist hierflr das
linear-elastische Materialgesetz nicht mehr giltig-

* Der inkrementelle Spannungsvektor zeigt nach aulen von der Fliel3flache weg. Das ware eine
Belastung, die elasto-plastisch verlauft und damit plastische Verzerrungen erzeugt.
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Be-/Entlastungskriterium

Die Frage nach Be- oder Entlastung hangt von der Richtung des

Spannungsinkrements doj; relativ zur FlieBflache ab. Der Grenzfall ist

ClElei durch die neutrale Spannungsanderung gegeben, die tangential zur

of FlieRflache verlauft. Senkrecht zur FlieRflache steht der Gradient, so dass
gradf — — || bei der neutralen Spannungsanderung dej; senkrecht auf dem
OG.. | | Gradienten steht. Da zwei Vektoren dann senkrecht auf einander stehen,

U 1| wenn ihr Skalarprodukt Null ist, legt das Vorzeichen des Skalarprodukts
von de;; mit grad f fest, welcher Fall — Entlastung, neutrale Spannung-
anderung oder Belastung — eintritt.

|Il'n
S

T
<
\\\\\

D\

S\

N

M

N\

Entlastung Neutrale Spannungsanderung Belastung
idcij <0 idcij =0 idcij >0
8c5ij 8c5ij 8csij
/ Nl |
/ MenUT

(
‘i

N\

N
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Gibt es einen elasto-plastischen Spannungsraum?

elasto-plastischer Bereich
FlieRflache

/

elastischer Bereich

Naheliegend ist eine statische Sicht auf die Fliel3-
flache. Der gesamte Spannungsraum wird durch die
Fliel3flache in einen elastischen und einen elasto-
plastischnen Bereich aufgeteilt. Wird von der
Fliel3flache aus weiter belastet, verlassen wir den
elastischen Bereich und der Spannungspunkt stof3t in
den elasto-plastischen Bereich von. Dann kdnnten wir
von diesem auf die FlieRRflache zurtckblicken, so wie
von einem Flugzeug auf die Erdoberflache. Diese
Vorstellung ist jedoch nicht zutreffend.

Ein Spannungspunkt kann bei Belastung die Fliel3flache nicht verlassen. Er ist in dieser gefangen
und zieht bei Belastung die Fliel3flache gleichsam mit sich mit, so dass er stets auf dieser verharrt.
Lage und Grolie des elastischen Bereichs im Spannungsraum andern sich also bei einer elasto-

plastischen Belastung.

Ware dies nicht der Fall, missten wir zunéachst elasto-plastisch entlasten, wir die Fliel3flache
erreichen und ab dann elastisch weiter entlasten kdonnten. Versuche zeigen jedoch, dass das nicht
der Fall ist. Eine Entlastung ist von Beginn an elastisch. Das kann nur der Fall sein, wenn sich der
Spannungspunkt direkt auf der FlieRflache befindet.
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Idealplastisches und verfestigendes Verhalten

Im Einaxialen kann nach Erreichen des FlieBpunktes das Material bei Belastung zwei Ver-
haltensweisen zeigen:

a) Es ist keinerlei weitere Spannungszunahme moglich. Jede weitere Dehnung ware rein
elastisch. Diesen Fall nennt man ideal-plastisch. Im Mehraxialen ist eine
Spannungsumlagerung mittels einer neutralen Spannungsanderung moglich.

b) Es ist eine Spannungssteigerung moglich, wenngleich mit reduzierter Materialsteifigkeit.
Weiter Dehnungsinkremente enthalten dann einen elastischen und einen plastischen Anteil.
Man nennt das elasto-plastisch - das Material verfestigt.

O-A GA

elasto-plastisch ‘
ideal-plastisch /pﬁ
/ Entlastung / Entlastung
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Verfestigung: Eindimensionaler Fall

C A

elasto-plastische Belastung

_ e
elastlsche Entlastung//

der idge“
de |

N elastischer Bereich

» £

Nach Uberschreiten des FlieRpunktes o kann im Falle eines verfestigenden Materials eine
weitere Spannung aufgenommen werden. Allerdings sinkt der E-Modul von E, auf E ab.

Wir bringen ein Spannungsinkrement de auf, welches zu einem elasto-plastischen Dehnungs-
inkrement de flhrt. Bei Entlastung verhalt sich das Material wieder elastisch und der elastische
Teil der Dehnung de® wird wieder zurickgefihrt. Der Rest der Dehnung deP verbleibt als
dauerhafte bleibende Dehnung. Bei erneuter Wiederbelastung wird das Material jedoch erst bei
der zuletzt erreichten Maximalspannung plastisch und nicht bei dem urspriinglichen Wert von

o Das Spannunginkrement de ist also gleichzeitig ein Inkrement der FlieBgrenze do..

Y. ==%% /
//4—5?4
P /Pé /
V=7
/
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Bestimmung des plastischen Moduls E,,

°1 A | Die Gesamtdehnung wird in einen elastischen und
) elasto-plastische eastungel;gs R ’EE; einen plastischen Anteil aufgespalten.
der ldee
/ - " | de = de® + deP
" elastischer Bereich
\ ~¢| | Elastische Entlastung . (do
“=E,
Aus der Gesamtdehnung resultiert die Gesamtspannung mit E; 0
do = E, (de® +de”) b do =) . E,—-E, ., do
do=E < —+de° de” = CE dGIE—
0 0T p
Bei Kenntnis der plastischen Dehnung E E
ergibt sich das Spannungsinkrement | |do = E (de —deP) | ¢mm Ep =0T
aus der elastischen Dehnung mit dem Eo — ET
elastischen E-Modul.
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Verallgemeinerung auf den raumlichen Fall

Aufspaltung der Verzerrung Materialgesetz

_ At p
dsij = dsij + deij

—) dGij - Eijkmdgim = Eijmk (dgkm —deﬁm)

beschrieben.

Unbekannt ist der plastische Verzerrungsanteil. Fur diesen wird zunachst die Richtung
festgelegt. Im elastischen Fall ergab sich die Verzerrung aus der Ableitung des elastischen
Potentials nach den Spannungen. Analog wird im hier ein sog. ,,plastisches Potential* g(s;), aus
dem sich die Richtung der plastischen Verzerrungen ergibt, festgelegt. Deren GréfRRe wird durch
einen zunachst unbekannten ,plastischen Multiplikator“ di, auch Konsistenzparameter genannt,

Plastisches Verzerrungsinkrement

@g Mathematisch stellen die partiellen Ableitungen der skalaren
dgs — A —=| | Potentialfunktion g den Gradienten des plastischen Potentials dar. Geo-
5% metrisch steht der Gradient und damit das plastische Verzerrungs-
inkrement senkrecht auf der 9-dimensionalen Potentialflache.
Y Y7 | 7 J '
=",
o [NENUIT]
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Plastisches Potential

Die plastischen Verzerrungen stehen senkrecht auf dem plastischen Potential. Bei der Wahl des
plastischen Potentials gibt es zwei Optionen.

Wir haben gesehen, dass die 2. Invariante proportional zur Verzerrungsenergie ist und damit
Ahnlichkeiten zum elastischen Potential aufweist. Somit liegt es nahe, die FlieRBfunktion selbst als
plastisches Potential zu wahlen. Man spricht dann von einem assoziierten FlieRgesetz.

Alternativ kann man ein von der FlieRfunktion unterschiedliches plastische Potential wahlen.
Dieses fur auf nicht-assoziierte FlieBtheorien. Die Frage ware dann, nach welchen Kriterien und
wie man dieses dann zunéchst unbekannte plastische Potential bestimmt.

Setzt man als plastisches Potential die Fliel3flache an, enthalt man die klassischen Fliel3regeln
nach Prandtl/Reuss (Ludwig Prandtl (* 4. Februar 1875 in Freising; 1 15. August 1953 in
Gottingen), Andras Reuss (* 1. Juli 1900 in Budapest; 1 10. Mai 1968 in Budapest) ).

Assoziierte Fliel3regel Fliel3vektor
of of 0]
def =dA—| == =—=
i 86” 86” 60”
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Theorie nach Prandtl/Reuss:
Bestimmung des FlieRvektors: Vorarbeiten

Ableitung des Spannungstensors

dcij
Oy = kaskismj —> = 8ki8mj

do,,

Ableitung der 1. Invarianten

di, do;

do,,, do.,

dl,

do,,

|, = Gijﬁij e

0j; = 0,j0 0 = 010, | T
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Bestimmung des Flie3vektors:

2. Invariante des Spannungsdeviators

1 1 1 1 2 1
J, == (Gij _g |16ij)(6ij _5 |16ij) = E (GijGij — 5 I1C7ij6ij + 5 |128ij6ij)

2
1 1
00y = 3] |00y = |, | == 1], =§<’uﬁu‘g'f

J

Ableitung der Invarianten

dJZ dGij 1 8I1 N sz _ 8ki8mj0ij _% |18km

= Oii —5 A d

do, dl, L) 4 [u,

=0,.0 :8km~~ )

= OiOmj

. /
d T ka
ka

do,,

Ml
X

0
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Die Konsistenzbedingung

Ein Punkt auf der FlieRflache verharrt bei Belastung auf der Flie3flache. Das bedeutet, dass er
auch wahrend des Belastungsvorganges stets die FlieBbedingung erftllt. Das wiederum bedeutet,
dass die FlieRbedingung insgesamt keinerlei Anderung erfahren dar. Die Gesamtanderung einer
Funktion mehrerer Veranderlicher ist durch ihr totales Differential gegeben.

FlieBbedingung nach von Mises Totales Differential
1, of of
3 oG, 0G

{

Konsistenzbedingung

df = idcij -I—id(jlz =0
0o, 0o,
- MeENUM
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Konsistenzparameter: Ideal-plastisches Verhalten

Bei ideal-plastischen Verhalten kann das Material nie mehr Spannung aufnehmen als o.. Damit
ist o konstant und der Term mit o in der Konsistenzbedingung entfallt.

Konsistenzbedingung

Elasto-plastisches Materialgesetz

Plastisches Verzerrungsinkrement

idﬁi- =0 do; = Ejjm (e, —degy,) deP = dki
0C; J o 0G,,,
of of of of of
_Ei'mdgm_d}“— :Oq_Ei'mdgm__Ei'm—CD\‘:O
5Gij jk ( k @ka) a ij jk Kk a , jk ka
of &, 'E of
aG — a(52 — Gij ‘ d}\‘ _ GU, ijkkm E’;km - ? Eijkkmdgkm
| J GiiE i Om dr = —2
o o
- 0c; " b6,
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Elasto-plastisches Materialgesetz |

Mittels des nun bekannten Konsistenzparameters konnen die plastischen Verzerrungen
berechnet werden. Bend6tigt wird abschliel3end das elasto-plastische Materialgesetz.

Elasto-plastisches Materialgesetz Plastisches Verzerrungsinkrement

40, = Eyon @ =250 g ey O _ o,

1 0G,,,

Konsistenzparameter o .E.. de
_ . /
do; = Ejymde,m — EjjmdAo, d = ”’ ljkm ,km
1 GijEijkakm
’ G;bEabopdgop Umbenennen der stummen Indizes
d(‘Sij = Eijkmdekm — Eijkakm ’ , ‘ im rechten Term:
Oab=aped O cd km = op, op = km

g
¢
b
N\

‘l
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Elasto-plastisches Materialgesetz ||

Nach der Umbenennung

!
G’ Gab Eabkmdgkm
ijop ~ op

de,, —E

!

Elasto-plastisches Materialgesetz

dcsij =E.

Ijkm

! /
Gmeme

E o o E
b = abk I—pl
do. =<E. — %0 P @ & de, ., =E; Mde,

i Ijkm } ’ ijkm
Gab E abcd ch

Elasto-plastischer Materialtensor

E._o o E
el—pl ijjop ~ op — ab —abkm
o = o .E. o

ab —abcd ™~ cd

W

N

Menum

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten &&& Vorlesung 08 # & & Seite 36

N
iy
N



Ruckfuhrung auf die Flie3flache

Wir haben in Teil A der Vorlesung gesehen, dass die Integration eines inkrementellen elasto-
plastischen Materialgesetzes einen numerischen Fehler erzeugt. Die Grol3e dieses Fehlers ist bei
einer einzigen Rechnung nicht angebbar.

Die Abdrift der numerischen Losung von der wahren Lésung bedeutet, dass der Spannungspunkt
von der Flie3flache nach aufien abdriftet. Damit ergibt sich eine Vergleichsspannung, die groRRer
als die FlieB3grenze o ist. Das ist aber physikalisch unsinnig, da bei ideal-plastischem Verhalten
das Material keine effektive Spannung gréRRer als ¢ ertragen kann.

Diese Differenz zwischen der numerisch ermittelten Vergleichsspannung und der Fliel3grenze
kann beziffert werden und stellt einen objektiven Fehler dar. Dieser kann durch Projektion des
Spannungspunktes auf die FlieRflache eliminiert werden. Diese Projektion eliminiert nicht den
wahren Fehler — das Einfrieren der Richtung des Verzerrungsinkrements wahrend der Gleich-
gewichtsiteration ist davon unberihrt, aber es stellt die Konsistenz der Ldsung her.

Die Frage erhebt sich jetzt nach der Projektionsrichtung. Man konnte beispielsweise auf dem
kiirzesten Weg, also senkrecht, auf die Fliel3flache projizieren, oder auch in Richtung des Mittel-
punkts der FlieRflache. Unterschiedliche Projektionsrichtungen liefern, obwohl sie alle Kon-
sistenz herstellen, unterschiedliche Ergebnisse.
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Verfestigendes Material

Bei verfestigendem Material ist die Flie3grenze veranderlich, so dass in der Konsistenzbedingung
der mit der FlieRgrenze verknipfte Anteil nicht entfallt-

FlieRbedingung nach von Mises Konsistenzbedingung
1

f(o;,0:)=J,—=0p =0/==) |df = ﬂdcsij +idcrF =0
3 oG, 00,

Der 1. Term bleibt im Vergleich zur ideal-plastischen Lésung unverandert, der 2. Term muss
zusatzlich betrachtet werde.

Der Zuwachs der Flie3grenze doe wird analog zu di aus
dem Vergleich des allgemeinen Spannungszustandes zum

2. Term der Konsistenzbedingung

of d _ 2 d einaxialen Zustand ermittelt. Er kann mittels des
. Of = 5 OpUGE Verfestigungsparameters h mit di verknupft werden.
F
Verfestigungsparameter dGF =h-dA
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Bestimmung des Verfestigungsparameters |

Wir fordern, dass die geleistete dissipative Arbeit der Spannungen an den plastischen
Verzerrungen fir den Sonderfall des einaxialen Spannungszustandes identisch wird zur der
dissipativen Energie, die sich aus dem einaxialen Versuch ergibt. Die Spannung und die
Vergleichsspannung betragen, da wir uns auf der FlieRflache befinden, beide o

Gleichheit der dissipativen Arbeit Einaxialer Zustand Plastische Verzerrung

8Gij

1 Nebenrechnung

0.0 1 1
do,. = E dA — G,iCj = {Gi'j +§ I16ij}cs{j = G;0;; +§ l,6:0.

ij i
1 c5i18ij =J,=0 clol =2], EG

2
1] 1] 3 F
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Bestimmung des Verfestigungsparameters 1|

2
e P ——G,Z:

Verfestigungsparameter

2
do, :gEPGFd}L == do. =h-dA
1 2. Term der Konsistenzbedingung
f 4
h= EEPCSF —> of do. = EGFdGF > 9 do. = —E,c:dA
0C 3 0C 9
e menum
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Elasto-plastisches Materialgesetz

Der 2.Term der Konsistenzbedinmgung hangt von di ab und erscheint damit zusatzlich im
Nenner des elasto-plastischen Materialtensors, welcher aus der Vorfaktor von da resultierte.

Elasto-plastisches Materialgesetz
( A
E. o o E
. ijop — op ~ ab —abkm __el-pl
dGij — 9 Eijkm - A cdey, = Eijkm de,,
' E,.. O +— EpG:
Gab abchcd P~F
| 9 J

Elasto-plastischer Materialtensor

/ /
Eel—pl . E _ EijopcyopcyabEabkm
ij — =ijkm
. ’ E ’ + ﬂ E 2
Gab abchcd 9 PGF
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Isotrope Verfestigung

Der Zuwachs do fihrt zu einer kontinuierlichen Aufweitung des elastischen Bereichs. Dieser
behalt sein Form bei, vergroRert sich aber gleichermalRen in alle Richtungen. Man spricht
deshalb von isotroper Verfestigung. Im Prinzip wirde dieser Prozess unendlich weiter gehen. Das
Konzept der isotropen Verfestigung besitzt zwei Schwachen.

a) Versuche zeigen, dass ein unendliches Anwachsen der plastischen Verzerrungen nicht
maglich ist. Bei Erreichen einer maximal zuléassigen Dehnung kommt es zur Einschniirung
und danach zum Riss. Analog zur Fliel3flache im Spannungsraum muss man also eine
Bruchflache im Verzerrungsraum definieren, der Vergleichsspannung entspricht dann eine
Vergleichsdehnung. Nach Erreichen dieser stellt sich Entfestigung oder schlagartigder Bruch
ein.

b) Im einaxialen Versuch zeigt sich der sog. Bauschinger-Effekt (Johann Bauschinger (* 11. Juni
1834 in NUrnberg; 1 25. November 1893) ). Dieser steht im Widerspruch zu einer isotropen
Verfestigung und zeigt eher eine Translation des elastischen Bereichs bei gleichbleibender
Grol3e dieses. Diese Beobachtung flhrt auf das Konzept der kinematischen Verfestigung.

N
W

QM N

N
iy
N

Menum

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten &&& Vorlesung 08 & & & Seite 42




Bauschinger-Effekt |

aktueller oberer FlieRpunkt

initialer oberer Flie3punkt
GA

aktueller Nullpunkt
initialer Nullpunkt

> €

aktueller unterer FlieBpunkt

initialer unterer FlieBpunkt
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Bauschinger-Effekt 11

aktueller oberer Fliebpunkt | | ZUNAchst ist der elastische Bereich
| symmetrisch: FlieRen tritt bei gleicher
absoluter Spannung im Druck- wie
Zugbereich auf. Der obere und untere
FlieBpunkt liegen symmetrisch zum
initialen Nullpunkt. Die GrofRRe des
elastischen Bereichs betragt damit
20

initialer Nullpunkt

initialer unterer FlieBpunkt

« Bei Entlastung in den elastischen Bereich und Wiederbelastung tritt FlieRen erst bei der
angewachsenen Flielispannung (aktueller oberer FlieBpunkt) ein — es liegt die bekannte
Verfestigung vor.

Erneutes Plastizieren tritt aber nicht bei der negativen Spannung des aktuellen oberen Fliel3-
punktes ein, sondern bereits eher. Der elastische Bereich hat sich also nicht die Grofze von
20 e VErgrofert. Es ist eher so, dass er fast gleich grof3 geblieben ist. Das Konzept der
kinematischen Verfestigung nimmt deshalb an, dass er exakt gleich groR geblieben ist.
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Bauschinger-Effekt 111

aktueller oberer FlieBpunkt

aktueller Nullpunkt

initialer Nullpunkt
: : &

/41&191 unterer FlieBpunkt -

iinitialer unterer FlieBpunkt

FlieBbedingung bei kinematischer Verfestigung

o—p| =0

Update des Mittelpunktes

pneu — palt +dGF

Der Bauschinger-Effekt fihrt zum
Verlust der Symmetrie. Man kann das
dergestalt erfassen, dass man eine
obere und eine untere Fliel3grenze de-
finiert, die immer den Abstand
besitzen 2o.. Nach Eintritt einer
elasto-plastischen  Verzerrung wird
immer die nicht betroffene Fliel3-
grenze an die aktuell veranderte
FlieRgrenze angepasst. Das wére aber
nicht zur Verallgemeinerung auf den
mehraxialen Fall geeignet.

Allgemeingultig ware die Definition
des Mittelpunktes p des elastischen
Bereichs bei Beibehaltung der FlieR3-
grenze.
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Reine Kinematische Verfestigung

Als neuer Parameter k,, wird der Mittelpunkt der Flieflache eingefuhrt, der durch den Tensor
p;; beschrieben wird. Zu Beginn sind alle Komponenten p; von Null. Diese Mittelpunkts-
spannungen werden bei der Bestimmung von J, von dem aktuellen Spannungszustand abge-
zogen. Die Fliel3grenze o ist jetzt konstant. Der Mittelpunkt p; andert sich bei plastischen
Verzerrungen, so dass der Spannungspunkt stets auf der Fliel3flache verharrt. Zur Berechnung
der Anderung dp;; wird erneut die Konsistenzbedingung herangezogen.

FlieBbedingung nach von Mises mit kinematischer Verfestigung

1
f(Gij’pij,GF) = Jg(Gij —pij,) —56,2: =0
Konsistenzbedingung
df (o3, p;; O¢) = idcij T idpij =0
| 0o; Pij
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Richtung der Mittelpunktsverschiebung

Die Mittelpunktsverschiebung ist, wie die plastische Verzerrung, ein Tensor mit entsprechenden
Komponenten. Wie bei der plastischen Verzerrung stellt sich die Frage nach GrofRe und
Richtung. Die Richtung wird angenommen, und die GréRe erwachst aus der
Konsistenzbedingung bei Abgleich mit dem einaxialen Verhalten.

Die Idee der allgemeinen kinematischen Verfestigung geht auf Prager (William Prager, (* 23. Mai
1903 in Karlsruhe; 1 17. Marz 1980 in Savognin/Zurich)) zurtck. Er nahm an, dass die
Mittelpunktsverschiebung dp;; in Richtung des plastischen Verzerrungsinkrements verlauft, also
senkrecht auf der Fliel3flache steht (grtner Pfeil).

Demgegentber schlug Ziegler (Hans Ziegler (* 5.
D September 1910 in Winterthur; { 6. August 1985 in

: Glen Haven, Colorado)) vor, als Richtung den
Vektor vom Mittelpunkt der aktuellen FlieRflache
zum aktuellen Spannungspunkt zu wéahlen (blauer
Pfeil).

Dartber hinaus gibt es weitere Ansatze fir die
Mittelpunktsverschiebung, die hier nicht weiter
diskutiert werden. Ebenso wird auf die weitere

aktuelle Fliel3flache

Anfangsfliel3flache
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Ausblick: Geotechnik:
FlieBbedingung nach Drucker/Prager

Eine der zentralen Annahmen der Fliel3theorien flr metallische Werkstoffe ist deren plastische
Inkompressibilitdt. FUr geotechnische Probleme ist diese Annahme nicht zutreffend, da Boden
U.A. durch seinen Porengehalt plastisch kompressibel ist. Zur Beschreibung des Verhaltens des
Bodens sind die Theorien con Coulomb richtungsweisend. Eine damit kompatible Fliel3theorie,
die man als Erweiterung der von Mises-Theorie ansehen kann, wurde in den 1950er Jahren von
Drucker (Daniel Charles Drucker (* 3. Juni 1918 in New York City; 1 1. September 2001 in
Gainesville, Florida)) und Prager entwickelt. Sie hangt neben J, von der 1. Invarianten I, ab und
enthalt zwei Materialparameter p und 7,.

FlieBbedingung nach Drucker/Prager

f(o;, 1, 1,) =,/0;0; +% l, —ﬁry =0

Das Obige dient nur zu lllustrationszwecken und wird an dieser Stelle nicht weiter verfolgt.
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