Wolthard Zahlten

Vorlesungsreihe:

Numerische Methoden im Bauingenieurwesen

FEM I1I: Nichtlineare Probleme

Vorlesung 3
Der geometrisch nichtlineare Fachwerkstab
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Uberblick

Wir haben in dem vorangegangenen Vorlesungsblock die allgemeine Vorgehensweise bei der
Herleitung geometrisch und physikalisch nichtlinearer Elemente kennengelernt. Diese Herleitung
war infolge ihrer Allgemeingiiltigkeit fiir alle denkbaren Elementtypen notwendigerweise sehr
abstrakt und damit zumindest in Teilen auch schwer verstandlich geblieben.

In der vorliegenden Vorlesung wollen wir das allgemeine Konzept auf den einfachst denkbaren
Elementtyp anwenden: den ebenen Fachwerkstab. Hierbei wollen wir sowohl die totale wie auch
die mitgehende LAGRANGEsche Formulierung verwenden.

Ausgangspunkt wird aber zunichst die Formulierung von nichtlinearen Kkinematischen
Gleichungen sein, die in der Lage sind, beliebig grofie Vorformungen in der Ebene korrekt zu
beschreiben.
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Nichtlineare
Kinematik
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Kinematik: Verformtes Element

Startpunkt der Herleitung exakter kinematischer Beziehungen bildet stets ein differentielles
Element, welches in unverformter und verformter Konfiguration betrachtet wird. Der Fachwerk-
stab ist besonders einfach, da das Element auch in der verformten Konfiguration gerade bleibt.
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Kinematik: Verformungseigenschaften

Das verformte Element erleidet gegeniiber seiner unverformten Konfiguration zwei Anderungen:
* es andert seine Ursprungslinge von dx zu dl,
* es dreht sich gegeniiber seiner Ausgangslage um den Winkel ¢.

Langen- und Winkelinderung konnen mit elementaren Mitteln der ebenen Geometrie bestimmt
werden.

Lange des verformten Elements

d12_d d 2 d2»d12 du2 dW2 o~ 2
= (dx +du)’ +dw =11 + ) dl=./(1+u') +w'dx

— = + — -
dx dx dx

Verdrehung des Elements

dw w' coscp—dX+du— 1+u
dl \/(1 +u')’ +w'’’ dl \/(1 +u')’ +w'"
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Kinematik: Verzerrungszustand

Die Gesamtverformung setzt sich immer zusammen aus einer Starrkorperverformung und einer
schnittgrofienerzeugenden, elastischen Verformung, die zu Verzerrungen fihrt. Oftmals bleiben
bei praktischen Problemen die Verzerrungen trotz beliebig groler Verschiebungen bzw.
Verdrehungen klein, da bei den typischen Baumaterialien Beton und Stahl die Grofle der

zulassigen Verzerrungen limitiert ist (beispielsweise: die max. zulidssige Betonstauchung betragt
0.35 %).

Zunichst erhebt sich die Frage, wie Verzerrungen iiberhaupt definiert werden sollen. Hier
unterscheidet man Theorien grofier Verzerrungen wund Theorien kleiner Verzerrungen.
Unabhiingig von deren Grofle muss gelten, dass die Verzerrungsdefinition fiir den Sonderfall
beliebig grofler Starrkorperbewegungen exakt Nullverzerrungen liefern muss.

Fir den Fachwerkstab kann die Kklassische Ingenieurdehnung verwendet werden. Eine
vergleichbare Definition gibt es bei mehrdimensionalen Problemen nicht — hier kommen zumeist
Verzerrungen nach GREEN-LAGRANGE zum Einsatz.

Ingenieurdehnung: Definition || Ingenieurdehnung: Fachwerkstab

g = AL _Lv-L, —> &:zﬁz\/(l+u')2+w'2 -1
L, L, dx
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Kontrolle der Starrkorperbewegungen 1I:

z4 Reine Starrkorperrotation

Verformungszustand

Verforl.nter Punkt: U=Xx,—X, = X(COS O — 1)
Koordinaten xy, zy,

I [ |

u' =cosqp—1

W=2z,—2Z, =XSINQ
" .

W’ =sin@

unverformter Punkt:
Koordinaten x,=x, z,=0

o—» X

unverformtes Element

Y.
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Kontrolle der Starrkorperbewegungen:
Ingenieurdehnung

1. Lineare Theorie

Die lineare Theorie kann nur fiir kleine
iy = u’ - €, — COSO —1 - g * 0| | Winkel (cosg~1) die Starrkérperrotation
ausreichend genau abbilden.

2. Nichtlineare Theorie, Ingenieurdehnung

€ine =\/(1+u')2 +w"” — 1| €ine :\/(1+cosq)—1)2+sin2(p—1

Die lineare Theorie ist offensichtlich nicht in der Lage, Starrkorperbewegungen korrekt
abzubilden. Es ergibt sich trotz der reinen Starrkorperrotation eine Dehnung ungleich Null. Nur
im trivialen unverformten Zustand ergibt sich die richtige Losung. Die exakte nichtlineare
Kinematik hingegen liefert fiir beliebig grofie Rotationswinkel die korrekte Nulldehnung.
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Kontrolle der Starrkorperbewegungen:
GREEN-LAGRANGEsche Verzerrung

3. Nichtlineare Theorie, GREEN-LAGRANGEsche Verzerrung

Das GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungsmafl ergibt sich aus kontinuumsmechanischen
Uberlegungen und ist definiert als die halbe Differenz der Metriktensoren der verformten und
unverformten Konfiguration. Fiir den einaxialen Fall ergibt sich die unten stehende Darstellung.
Das Verzerrungsmal} entzieht sich einer unmittelbaren anschaulichen Deutung.

1 2 ' 1 12 12
8GL=8mg+58mg=u +E(u +w')

L !

Eqr = (cosq)—1)+%((cosq)—1)2 +sin” @) | mmp (e, =0

Auch das anders als die Ingenieurdehnung definierte Verzerrungsmall von GREEN-LAGRANGE
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Kinematik: Inkrementierung I

Nach Ableitung der nichtlinearen Kinematik wird diese als Nachstes in eine inkrementelle Form
iberfithrt, um in diese dann Ansitze einsetzen zu konnen. Die Dehnung hingt von den
Ableitungen u' und w' der beiden Verschiebungskomponenten ab.

Dehnung

8=\/(1+u')2 +w'” -1

1. Partielle Ableitungen der Dehnung nach den unabhéingigen Verschiebungsgrofien
O€ 1-2(1+u) oe 1-2w'
= =COoSQ =
! !
ou 2\/(1+u’)2 +w'’ o 2\/(1+u’)2 +w'’

= sin @

Inkrementelle Verzerrung — linearer Anteil

; _ Ok o€
ou’ ow'’

i
(u)' +
=’

(v+v)’ =CosS Q- (1+1)' +sin Q- (v+v)'

w'=w'

!
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Kinematik: Inkrementierung II

Inkrementelle Verzerrung — quadratischer Anteil

2?{(6)' (\;v)v}{ sin” @ \-si@COSﬂ (v

—Sin ¢ cos ¢ ‘ cos’ ¢ (v+v)'

II:—V:1+8:\/(1+u’)2+w’2

2. Partielle Ableitungen der Dehnung nach den unabhingigen Verschiebungsgrofien
o’ w'? ., L,
P = T =SIn" Q- ——
Ja+u)? +w” v
O’¢ (1+u')’ 5 g
= =COoS” @ —
wow T O, ——
0’e (1+u")w’ . L,
'aw,:— 3 :—Sln(PCOS(P‘L—
ou Ja+u)? +w” v

T

L,—-L
c =V 0
Lo
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Total-
LLAGRANGESche
Formulierung
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Diskretisierung: Element mit Freiheitsgraden

Z A

Lokal besitzt das Element jeweils die Verschiebungen parallel und senkrecht zur Stabachse als
Freiheitsgrade. Im Linearen wurde w nicht diskretisiert, da w in der linearen Kinematik nicht

LN
il
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auftauchte und somit nur Starrkorperbewegungen verursachte.
Menum

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten & & & Vorlesung 03 & & & Seite 13

NS
il



Formfunktionen

Wir konnen die aus
Fachwerkstab einfach abschreiben!

der linearen FEM bekannten linearen Formfunktionen fiir den
Die Formfunktionen gelten gleichermaflen fiir die

Grundzustandsverschiebungen wie auch fiir die inkrementellen Verschiebungen.

= N =
u l-s O S W,
u = =
w 0 1-s O u,
| W3 |
JacoBI-Transformation
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B*-Matrix

Inkrementelle Verzerrung

;; =cos@-(u) +sing-(w)’

-
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Vektor der inneren Krifte: Berechnung

Allgemeine Beziehung

+ Lo
f, = [(B)"Ndx = [ (B)"NLds
L, 0

L 1

—coSQ |
; _j- 1 | —sing
" 9L,| coso

sin @

L

NL,ds

—COS

—sin @

.
[l
Z|

CoS

sin ¢
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Vektor der inneren Krafte: Kontrolle

Die Normalkraft wirkt in Richtung des verformten Elements. Der Vektor der inneren Krifte
enthalt diejenigen Knotenkrifte, die aus N resultieren. Bei einer total-Lagrangeschen
Formulierung weisen diese Knotenkrifte in Richtung der wurspriinglichen lokalen
Elementgeometrie. Der Einfachheit halber betrachten wir wie bei der Ableitung der Kinematik
ein horizontales Element.

u, u,
w, W,
f  =—Nsing ﬁ{ Vektor der inneren Krafte
= ? [ —cos Q|
filu = _NM o ?
—| —Sin
[ =N 7 _
Cos @ f,, =Ncoso
| sG] N f,, =Nsing
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Nichtlineare Steifigkeitsmatrix

Allgemeine Beziehung

+ + - +
ky. = [(B)'EBdx = [(B)"EBL,ds
L, 0

L 1

[ —cosQ |
N jl—sinaEAl s D g S
=|— — —COS —Sin COS Sin S
NL T, cosp L, ¢ ¢ ¢ ?]Lo
| sing
cos’ @ cos ¢ sin @ —cos’@  —cosPsing
_ EA| cos@sing sin” @ —cos@sing  —sin’ @
L,| —cos® —cos¢sing cos’ @ cos ¢'sin @
| —cosPsing  —sin’ @ cOS @ Sin ¢ sin” @
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Bt*-Matrix

Inkrementelle Verzerrung

2?{(&)' (v})} i{

sin” @

—sin @ cos ¢ ‘

cos’ ¢

| —sinpcos (p:|[ (0)
(W)

|

L 2

¥
u

|

+
u
+
w

1

e
LO

-1 0 1
0 -1 0

0
1

|

L !

o

-1|L, sin®® | —sinGcosP | 1
0|L, —sin@cos@‘ cos’p |L,
|

0
—1
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Geometrische Steifigkeitsmatrix

Allgemeine Beziehung

++ ++ A ++
k, =k, = [((B)'+B)Ndx= [ ((B)"+B) NLds
L, 0

0

0 -1|L, .sin_zﬁ _ | —sin@zc_osﬁ 1 (-1 0 0 N, ds

1 O|L,|-sinpcos® ‘ cos” @ L,| 0 -1 1

[ sin' @ —cos@sing  —sin’ @ cosQsing |
N | —cospsin cos’ @ cos @ sin @ —Ccos" @
L | —sin’¢@ Cos @ sin @ sin” ¢ —CosS@sin @

| cosPsIn® —Cco0S’@  —cos@sin® cos’ ¢

D
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Lokale und globale Freiheitsgrade I

Fiir das in der Ebene X/Z liegende Fachwerkelement konnen wir zwei Konfigurationen
unterscheiden:

A) Die unverformte Konfiguration, in der das Element seine Ausgangslinge L, besitzt und
gegeniiber der globalen X-Achse um den Winkel a geneigt ist. L, und a ergeben sich unmittelbar
aus der Diskretisierung. In der unverformten Konfiguration verfiigen die Knoten iiber die
Freiheitsgrade u,,, wy,, U,9, W5, die hinsichtlich des bzgl. der unverformten Stabachse definierten
Koordinatensystems x,/z, definiert sind.

b) Die verformte Konfiguration mit der verformten Elementlinge L,. Das verformte Element ist
gegeniiber dem unverformten um den Winkel ¢ verdreht. In der verformten Konfiguration
verfiigen die Knoten iiber die Freiheitsgrade u;y, wyy, U,y W,y, die hinsichtlich des bzgl. der
verformten Stabachse definierten Koordinatensystems xy/zy definiert sind.

Die Elementmatrizen der 7otal-LAGRANGEschen Formulierung beschreiben die Eigenschaften des
verformten Elements, jedoch ausgedriickt in den Freiheitsgraden des unverformten Elements. Fiir
die direkte Steifigkeitsmethode miissen diese in globale Freiheitsgrade U, U. transformiert
werden. Die Transformationsvorschrift ist identisch zu derjenigen des linearen Elements, da
dessen lokale Freiheitsgrade ebenfalls in Richtung des unverformten Elements zeigen.
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Lokale und globale Freiheitsgrade 11
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Transformation auf globale Freiheitsgrade 1I:
Komponentenzerlegung

~jeosa sina | Uy
|sina —cosal| U

O P X

Der Stab wird in ein globales X/Z-System eingebettet, bzgl. dessen die Systemfreiheitsgrade U,
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Transformation auf globale Freiheitsgrade I1.

Transformation
Da der Stab gerade ist, gelten fiir beide Knoten die gleichen Transformationsregeln:
(u, | [cosa sina 0 0 U]
w sing.  —CcosQ 0 0 U
V — T . V 10 _ z1
lok glob u,, 0 0 cosa.  sina | U,
Wy | [ O 0 sinat —cosa || U, |
Die Transformation folgt den iiblichen Regeln der FEM:
T T
kT,glob =T 'kT,lok T fi,glob =T ’fi,lok
T T
kg,glob =T .kg,lok T kNL,glob =T .kNL,lok T
YEry 7 |
z,=/4 .
e U [TENUIM]
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Nichtlineare
Kinematik

Gleichgewicht am
verformten System?
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Ist die Verwendung einer nichtlinearen Kinematik
wirklich aquivalent zu Gleichgewicht am
verformten System?
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Riickgriff auf Vorlesung 1:
Gleichgewicht am verformten Tragwerk

In Vorlesung 1 ,,Einfithrung* haben wir Gleichgewicht am verformten System gebildet, wobei wir
eine exakte Kinematik fir beliebig grofie Verschiebungen/Rotationen verwendet haben. Als
Ergebnis erhielten wir eine nichtlineare Gleichung fiir die Systemverformung w. Aus dieser
konnten wir den Vektor der inneren Krifte und die zugehorige tangentiale Steifigkeit ableiten.

Gleichgewichtsbedingung am verformten System

1 1 1 1 dF. 1 1 H
Fi,ansch = ZEAHV{L__L_} - 2EAHV {— = —} = P - KT,ansch — d | S ZEA{L _ - + L3v}
v 0 \

v L, L, W .

Wenn die Verwendung einer nichtlinearen Kinematik inhaltsgleich ist zum Gleichgewicht am
verformten System, miussen die Gleichungen der Vorlesung 1 identisch zu denen aus der FE-
Berechnung des Fachwerksbocks sein. Hierfiir ist es notwendig, die lokalen Matrizen auf globale
Freiheitsgrade zu transformieren. Relevant ist nur der globale Elementfreiheitsgrad 4 (U, am
Elementknoten 2), da die restlichen Freiheitsgrade durch Lager- oder Symmetriebedingungen

UM
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- [T1E

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten & && Vorlesung 03 & & & Scite 27




Transformation der nichtlinearen Matrix

T
kNL,glob =T 'kNL,lok T

: 1

cos” @ cos (sin @ —cos”p —cospsng|| [[cosa  sina 0 0]
EAl| cos@sin @ sin” @ —cospsing  —sin’ @ sino.  —cosa, 0 0
L)l -cosl¢ —cospsing  cos’o cos @sin @ 0 0 cosa | sina
—cospsing  —sin’ @ COS ( Sin @ sin” @ .0 0 sino [—cosa
[cosa. sina. 0 0l [ sk kskosk ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok sckkokokkx || |[ K Ko K kNuJ
SanL —Ccosal 0 0 EA skosk skoskoskoskoskosk sk sk skosk sk skosk skok sk skosk skeskok sk skosk skosk sk skosk kNL21 kNL22 kNL23 kNL24
0 0 COS Ol Sll’lOL L() skosk skoskoskoskoskosk sk sk skosk sk skosk skok sk skosk skeskok sk skosk skosk sk skosk kNLSl kNL32 kNL33 kNL34
0 0 Sina —CoS o, sk 3k 3k sk sk sk skok 3k 3k 3k sk sk sk skok 3k sk sk sk ockock ko sk 3k sk sk skockock ok | kNL41 kNL42 kNL43 kNL44_
KL giob.a4 = SIN” 0-cos” @ —2sin o cos ausin pcos g+ cos” o -sin” @
. . 2 EA . 2
= (sin oL cos (@ —cos oL sin @) ‘ K\ glob a4 = L—sm Oy
. . 0
= (sin(a. — ))* =sin’ o,

Diese Steifigkeit ist identisch zu derjenigen eines Elementes der Linge L, welches um den

Winkel ay gegeniiber der globalen x-Achse gedreht ist!
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Transformation der geometrischen Matrix

k

g.glob

=T' .k

T

g.,lok )

L 1

sin® @ —cos@sing  —sin’ @ cos @sin @ coso.  sina 0 0

N|| —cospsing  cos’ @ cosesing  —cos’ @ sino.  —coso 0 0

LJ| -sin’o cos @sin @ sin® @ —cos@sin @ 0 0 cosa | sina

cosesing  —cos’® —cos@sing  cos’ @ 0 0 sino [-cosa
[cos oL sin o 0 0] 5 o ke ok ok ook ok 5 o ook ok ok ok o - ook Kk kK] kg“ kgl2 kg13 kg14
Sino.  —coso 0 O] N | ##ssssss  sokrrsssk sokkokkokokk  skokokokokok ok kg21 kngz kg23 kg24
0 0 cosa sino || [ Ly [k koo sokkokkokokk  skokokokokok ok Ky, Ky K 3 K4
O O Sin(x. —Ccos . K ok ok K kook sk k Kokok Rk KK KRR KK K kX KK Kok kokok kg41 kgLAZ kg43 kg44

=~ ) ) . . 2 2
Ky giop.44 = SIN" 0L-SIN" @ + 281N 0LCOS 0L SIN P COS P+ COS” 0L - COS” @

. . 2
= (sinoLcos ¢+ cos a sin @)

= (cos(o. — ®))° =cos” Oy

—

_ 2
kg,glob,44 — L—COS O‘V

L7

N
Il
=

R

R
N
N
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1
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Transformation des Vektors der inneren Krafte

fi,glob =T' 'fi,lok

—cos Q|

—sing

Cos @

sing |

cosal sin o 0 0 ok ok ok |
sino.  —cosd 0 0 N******
0 0 cosa sin o lolalalolo

0 0 sina —cosa oAk |

~

1

= Nsina,,

fi giops = N(SINOL-COSP —cosaL- SIN Q)

- fi,glob,4 = Nsinay
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Tangentiale Gleichgewichtsbedingung

Da der Fachwerkbock mit 2 Elementen diskretisiert wird, die jeweils identische Beitrige liefern,
gehen die Elementbeitrige doppelt in die Systemgleichung ein. Bei der Losung der Vorlesung 1
ist zu beachten, dass der Freiheitsgrad w entgegen der Richtung U, definiert wurde. Abgesehen
von dieser Vorzeichenumkehr miissten beide Gleichgewichtsbedingungen identisch sein, wenn die
Verwendung einer nichtlinearen Kinematik wirklich identisch zum Gleichgewicht am verformten
System wiire.

Tangentiale Gleichgewichtsbedingung des FE-Modells

EA . N :
24——sin’ o, + —cos” a., (Aw =—P —2Nsina,,
L, L,

Tangentiale Gleichgewichtsbedingung durch Gleichgewicht am verformten System

2
Eal L Ay op oA B I
L L L,

0 A4 A4 \Y%

i

™
i
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Gleichgewichtsbedingung:
Vektor der inneren Kriafte

Elementares Gleichgewicht:

ZFZ: —P-2Nsma, =

FE-Gleichgewicht:

Pu :PFE_F'FE =0

15

P.. =—P||E ;s =2Nsina,

1’

d

- 2EA-H { -
L,

=2EA-H,

=2FA

0

=2EA(—¢)sina,

v

“ALHy

\Y%

1

L,

LV

0

Anschauliches Gleichgewicht:

VB, W)

P—zEA-HV{i—i}zo

v LO

=—-2Nsina,

L 1

P+2Nsina,

[11€

UMM

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten & & & Vorlesung 03 & & & Seite 32



Zwischenfazit 1

Bei der anschaulichen Losung wurde explizit Gleichgewicht am verformten System
angeschrieben und zusitzlich die zum verformten System passende exakte Kinematik verwendet.

Bei der nichtlinearen FE-Modellierung wurde lediglich eine nichtlineare Kinematik verwendet —
das Gleichgewicht wurde dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen iuiberlassen. Offensichtlich
fiihrt die nichtlineare Kinematik automatisch zum Gleichgewicht am verformten System. Ein
Vergleich der inneren Krafte liefert exakt identische Gleichgewichtsbedingungen.

Da die verwendete Kinematik exakt war, ergab sich auch die exakte Gleichgewichtsbedingung
des verformten Tragwerks. Kinematik und zugehorige Gleichgewichtsbedingung sind konsistent.
Wiirde man die Kinematik vereinfachen, zoge dies automatisch eine vereinfachte angeniherte
Gleichgewichtsbedingung nach sich. Worin diese Vereinfachungen anschaulich bestehen, lisst
sich ohne weitere Uberlegungen nicht sagen. Wenn man jedoch die mit der vereinfachten
Kinematik ermittelten Schnittgroflen und Verformungen fiir eine exakte Gleichgewichts-
betrachtung heranzieht, wiirde die Kontrolle nicht ganz aufgehen. In diesem Fall wiren
Kinematik und Gleichgewichtsbedingung nicht konsistent. Beispielsweise wire Kkein
Gleichgewicht gegeben, wenn man versuchte, mit den linearen Schnittgroflen an einem mit den
linearen Verschiebungen verformten Tragwerk Gleichgewicht anzuschreiben.
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Tangentiale Matrix

Die tangentialen Steifigkeiten des FE-Modells und der anschaulichen Losung sehen zunichst sehr
verschieden aus.

K, . =2EA 11 N H; Tangentiale FE-Steifigkeit:
’ 0 LV LV A . 9 N ?
1 sin? K =2——smn"a,+2——cos" a,
= QFA{——— 420 v L, Ly
LO Lv Lv
1 1 . Tangentiale anschauliche Steifigkeit:
= 2FA ———(l—sm OLV)
Lo Ly 1 1 H
1 cos’a, cos’a, cos’a Koo = 2EA L L * L3V
= 2EA — v — Y+ Y 0 v v
LO LV LO LO
= 2EA{L (1 —cos’ ocv)+ cos’ oy, L, _LO} Nach einigen Umformungen kann jedoch die
Lo LLy anschauliche Steifigkeit in die FE-Steifigkeit
1 ., 5 g iberfiihrt werden!
= 2EA{—sin” a, +cos” a, - —
L, .
EA ., N )
_ 2 EA G oy 2N cos? oy - K anseh = 2——sIn" 0Ly, +2—cos” ay,
LO Lv LO L

T\|§
Julé
N

menum

BU Wuppertal, Baumechanik und Numerische Methoden, Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten & && Vorlesung 03 & & & Scite 34

A
il
\

N
|

N\
N

0
N



Zwischenfazit 11

Die tangentiale Steifigkeit setzt sich grundsitzlich (bei elastischem Verhalten) immer aus zwei
Anteilen zusammen:

1. Einem Teil, der aus der Elastizitit (beim Fachwerkstab EA) des verformten Elements
resultiert, also verformungsabhingig ist.

2. Einem schnittgroBenabhingigen Teil, der sog. geometrischen Steifigkeit.

Der Inkrementierungsprozess der FE-Herleitung, bestehend aus Verformungen = Verzerrungen
= Spannungen mit entsprechenden Linearisierungen, liefert exakt die gleiche tangentiale
Steifigkeit wie die anschauliche Losung.

Als Verallgemeinerung des ebenen Fachwerks kann man folgenden Schluss ziehen: Sofern es
gelingt, entsprechende nichtlineare Kinematiken zu finden, lassen sich samtliche Tragwerkstypen
(Balken, Schalen, Kontinua etc. ) geometrisch nichtlinear berechnen, d. h. es ist moglich,
Schnittgroffen und Verformungen so zu bestimmen, dass Gleichgewicht am verformten Tragwerk
herrscht.

Bei der LAGRANGEschen Betrachtung in totaler Formulierung laufen Inkrementierung und
Diskretisierung formal ab — die Schwierigkeit besteht in der Formulierung eventuell sehr
komplexer kinematischer Gleichungen fiir beliebig grof3e Verschiebungen und Rotationen.
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Mitgehende
LAGRANGESsche
Formulierung
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Grundidee

Bei der mitgehenden LAGRANGEschen
Formulierung wird nach Berechung
das urspriingliche Element gleichsam
vergessen und durch das verformte
Element ersetzt, das sich jetzt weiter
verformt. Damit entfallen samtliche
Verformungsanteile in den Steifig-
keitsmatrizen, denn der aktuelle
Verformungszustand findet sich in den
neuen, aktualisierten Knotenkoordi-
naten wieder.

W

2V

O » X

Damit wird die nichtlineare elastische Steifigkeitsmatrix Ky; (V) zur linearen Matrix K. Der
Index ,, V¢ in K, deutet an, dass hier die Verformungen indirekt iiber die verformten
Knotenkoordinaten eingehen. Der Unterschied zu einem Element, welches von Anfang an die
neuen Koordinaten besille, liegt in den Schnittgroflien, die dem mitgehenden Element im
Unterschied zu einem Urelement mit den verformten Koordinaten innewohnen. Somit muss die
zu den Schnittgroflien Kkorrespondierende, geometrische Steifigkeit erfasst werden. Das
mitgehende Element besitzt die lokalen Freiheitsgrade u,y, w;y, U,y, W,y anstelle von u,,, w,,, U,,
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Elementmatrizen des mitgehenden Elements

Lineare elastische Steifigkeitsmatrix Geometrische Steifigkeitsmatrix
1 0 -1 0] 0 0 0 O

, _EAL 00 00 N0 10 -

kL =10 100 R0 0 00 0
00 0 0 0 -1 0 1

Diese lokalen Matrizen, die erkennbar einfacher strukturiert
Vektor der inneren Krifte sind als diejenigen der totalen Formulierung, miissen mit der

1] aktuellen Orientierung ay zu globalen Matrizen transformiert
B werden. Im aktuellen Winkel ay, finden sich die Verformungen,

¢ N 0 sprich der Elementdrehwinkel ¢ wieder.
ok 1 Beide LAGRANGEschen Formulierungen sind im Prinzip
0 identisch. Zur Kontrolle transformieren wir die mitgehenden

- = Matrizen mit dem Winkel ¢ auf die Freiheitsgrade u,,, w;,, u,,
w,, zum Vergleich mit den lokalen Matrizen der totalen
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Transformation x,/z, = Xx,/z,

U,
>
¢
l‘lV
vy, =T-v,
|
[ cos¢g sing 0 0 _ulo_
—sin® cos® 0 01 wy,
0 0 cose sinQ| u,
. 0 0 —sing cosQ || W, |
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Ergebnisse der Transformation

—COS O
T | —sin¢@
fi,VO =T 'fiv,lok f,,=N .
COS P
sin @
cos” @ cos ¢sin @ —cos’(®  —cosPsing
—— o — . 2— — . — . 2_
ST EA| cos@sin® sin” @ —cos@sing  —sin’ @
kNL,Vo—T 'kLV,lok'T kNL,VO = ) — — . — > — .
Ly| —cos’¢p —cos@sing cos’ ¢ cos P sin @
—cosQsing  —sin® @ cos ¢'sin @ sin® @
sin” @ —cospsing  —sin® @ cos ¢ 'sin ¢
—— o — 2— —_ . — 2_
Kyvo=T" Ky T|[j  _ N|—cos@sing cos’ @ cOS ¢ 'Sin ¢ —cos” @
: ’ VO e . C .
i L,| -sin’® cos P sin @ sin® @ —CcosQsin @
—— © — 2_ —— © — 2_
cOS ¢ 'sin ¢ —Ccos’®  —cosPsin cos’ ¢
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Vergleich mit der totalen Formulierung

Ein Vergleich der auf x,/z, transformierten mitgehenden Matrizen zeigt folgende Ergebnisse:

1. Die Vektoren der inneren Krifte sind identisch. Damit sind die Gleichgewichtsbedingungen
identisch und beide Formulieren werden gegen die exakt gleichen Ergebnisse konvergieren (siehe
Vorlesung 4 ,,Pfadverfolgungsalgorithmen®).

2. Die geometrischen Steifigkeitsmatrizen sind identisch. Wie spater diskutiert wird, fithrt
primar dieser Steifigkeitsanteil zum Stabilitatsversagen wie Knicken oder Beulen. Da beide
Formulierungen die gleiche geometrische Steifigkeit liefern, liefern sie auch die gleichen
Stabilititslasten nach klassischer Stabilitatstheorie.

3. Die nichtlinearen (elastischen) Steifigkeitsmatrizen unterscheiden sich in der verwendeten
Linge (L, oder Ly) im Vorfaktor. Wie bei der totalen Formulierung gezeigt, ist die Verwendung
von L, konsistent zum Vektor der inneren Krifte. Hier offenbart sich eine gewisse Inkonsistenz
der mitgehenden Formulierung: die Gesamtdehnung bezieht sich auf die Ausgangslinge L,
wihrend sich das Dehnungsinkrement auf die aktuelle Linge Ly, bezieht. Bei kleinen Dehnungen
ist der Unterschied vernachlissigbar klein. Wire das nicht der Fall, verlore die klassische
Ingenieurdehnung ihre Giiltigkeit und es miisste eine Formulierung grofler Dehnungen
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Grofie Dehnungen — HENCKY-Dehnungen

Bei groflen Dehnungen ist es nicht sinnvoll, die Lingenanderung immer auf die Ausgangslinge zu
beziehen. Hier erscheint es sinnvoller, die Definition der Ingenieurdehnung nur im differentiell
Kleinen zu verwenden: eine differentielle Lingeninderung dL fiihrt, bezogen auf die aktuelle
Liinge L, zu einem differentiellen Dehnungszuwachs de:

8 dL L
dg:dTL ‘_([dzaz T:- ?,:lnLV—lnLO:lnLV

L, 0

Das entstehende logarithmische Dehnungsmafl (nach seinem Originator HENCKY-Dehnung
genannt) ist insbesondere besser geeignet, den Extremfall einer Stauchung auf Null sinnvoll zu
beschreiben. Bei dieser grofitmoglichen Stauchung betriagt die Langendnderung gerade AL = -L,,.

Elng = ‘ €pg = —1=—100%|| Es erscheint wesentlich sinnvoller, wenn die gréftmog-
liche negative Dehnung mit einem unendlichen Wert
verkniipft ist als mit dem Wert -1. Bei kleinen

€ Hencky = 1Liir(}1nL_ ‘ € toncky —> — Dehnungen spielt die Dehnungsdefinition praktisch
0
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Vergleich der Dehnungsdefinitionen

1.5 : ,
—— Ingenieurdehnung
— Green-Lagrangesche Dehnung

—Hencky-Dehnung

. //

0
o AL
g 0.5 —— Cmg = 'R
a ] —
1 / . _AL 1AL
By TL, 2L
.. L,+AL

8Hencky =In L
0

-2 / l l

2.5, -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Deltal/LO
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Inkrementelle HENCKY-Dehnung

Die klassische Ingenieurdehnung selbst ist linear (doppelte Lingenanderung entspricht doppelter
Dehnung) — die geometrische Nichtlinearitit betrifft nicht die Dehnungsdefinition, sondern den
Zusammenhang zwischen Verschiebungen und Lingeninderung.

Die logarithmische Dehnung hingegen ist von ihrer Definition selbst nichtlinear, so dass die
Inkrementierung zusétzlich zum nichtlinearen Zusammenhang Verschiebung-Lange die
Dehnungsdefinition selbst betrifft. Wir entwickeln die HENCKY-Dehnung bzgl. eines
Grundzustands mit der verformten Linge Ly:

gLy +AL) ==y Lo L ap Ly ALY gy 1 AL

0 LV LO LO LV LV

Der Dehnungszuwachs bezieht sich jetzt auf die aktuelle Linge. Bei der totalen Formulierung ist
das die verformte Liinge L,, bei der mitgehenden Formulierung ist das die unverformte Linge des
Elements mit den verformten Koordinaten, die identisch zu L, ist. Damit verschwindet der
Unterschied zwischen den beiden LAGRANGEschen Formulierungen.
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Grofie Verschiebungen

Unser Fachwerkelement ist formuliert fur beliebig grofie Verschiebungen. Die groffen
Verschiebungen ziehen grofie Verdrehungen der Stabachse nach sich, die jedoch -eine
Starrkorperrotation darstellten. Wir mussten nur Sorge dafiir tragen, dass unsere
Dehnungsdefinition die korrekten Nulldehnungen fiir diese Starrkorperrotationen lieferte.
Ansonsten erwuchsen aus Verdrehungen keinerlei Schnittgroflen. Eine Erweiterung des ebenen
Stabes auf einen raumlichen ist ohne weiteres moglich.

A u Grofle Verschiebungen sind relativ einfach zu
erfassen, da Verschiebungen unabhéngig von
ihrer Grofle immer Vektoreigenschaft besitzen.
Damit sind sie kommutativ: wir konnen die
w — w || Verschiebungskomponenten in  beliebiger
u —I_ W W —I_ u Reihenfolge aufbringen und erhalten stets ein
und dasselbe Ergebnis.

Bei groflen Rotationen ist das nicht der Fall!
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Grofe Rotationen

Zur Beschreibung von beliebigen Rotationen im Raum
werden die sog. EULER-Winkel verwendet, die den
Korper nacheinander um seine bereits verdrehten
Korperachsen drehen. Das nachfolgende Beispiel zeigt
die Abhéangigkeit des Endergebnisses von der
Rotationsreihenfolge.

Entnommen von http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Euler2a.gif

Autoren: Juansempere mit Modifikationen von Xavax
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Rotationsreihenfolge 1: z-y-x

(Drehung um jeweils 90°)
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Rotationsreihenfolge 11: x-z-y

(Drehung um jeweils 90°)
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Vergleich der Endergebnisse

Rotationsreihenfolge I1: x-z-y Rotationsreihenfolge I: z-y-x

Die Ergebnisse der beiden Rotationsreihenfolgen sind
verschieden: die Reihenfolge der Rotationen ist wesentlich
fiir das Ergebnis. Nur bei kleinen Verdrehungen sind die
Unterschiede vernachlissigbar und damit die Verdrehungen
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Tragwerke mit groffen Rotationen

Bei Bauteilen mit Biegung bzw. Torsion treten zwar auch grolle Starrkorperrotationen auf, aber
nur ein Teil der Gesamtrotation fiihrt zu elastischen Verdrehungen der Querschnitte bzgl. der
Stabachse und damit zu SchnittgroBlen wie Biegemomenten und Torsionsmomenten.

Bei der Formulierung der kinematischen Gleichungen fiir beliebig grofle Rotationen muss
deshalb das Problem der Reihenfolgenabhdngigkeit der Rotationen korrekt beachtet werden. Dies
gestaltet sich deutlich schwieriger als die Beriicksichtigung von groflen Verschiebungen. An
dieser Stelle soll dieses Thema nur erwihnt, aber nicht weiter vertieft werden.
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Nachste Schritte

Wir haben anhand des ebenen Fachwerkstabs gesehen, wie man ein geometrisch nichtlineares
finites Element ableitet. Auf dhnliche Weise, aber z. T. deutlich komplexer, konnen die
Elementmatrizen weiterer Bauteiltypen wie ebene und rdumliche Balken oder Schalen entwickelt
werden.

Wir setzen im Folgenden die Existenz derartiger Elementformulierungen voraus und fragen uns
in der niachsten Lehrveranstaltung: Wie konnen wir moglichst schnell, aber gleichzeitig sicher die
Tragwerksantwort auf Systemebene ermitteln. Hierfiir geben wir eine beliebige Lastgeschichte
vor und mochten die dazu korrespondierende Verformungsgeschichte ermitteln. Wir wollen also
den Last-Verformungspfad nachverfolgen. Infolgedessen werden die hierfiir geeigneten
Algorithmen als Pfadverfolgungsalgorithmen bezeichnet.
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